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INTISARI
Penelitian ini menygjikan sebuah perbandingan menarik di antara tiga metode
untuk memecahkan sistem linear Ax = b. Metode tersebut adalah metode LU,
conjugate gradient dan wavelet. Kami menyimpulkan bahwa metode wavelet
lebih efisen daripada metode lain, karena metode ini memerlukan waktu yang
lebih singkat untuk menyelesailkan semua jenis matriks, padat, tridiagonal dan
jarang. Dari penelitian juga ditemukan bahwa metode wavelet bisa digunakan
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear jarang yang berukuran besar dengan
waktu yang lebih singkat dibandingkan dengan metode yang lain.
ABSTRACT
This paper presents an interesting comparison among three methods for solving
linear system Ax = b. These methods are the LU method, conjugate gradient
method, and the wavelet method. We concluded that the wavelet method is more
efficient than the others, because its need short time in computation for al kind of
matrices, dense, tridiagonal and sparse. This comparison is explained by many
numerical examples. In this paper we conclude that wavelet method can be used
to solve alarge linear sparse system equation in a shorter time than other methods.
Latar Belakang

Persamaan linear jarang Ax =b, A adalah matriks persegi empat dimensi

n, adalah model umum dari banyak sistem rekayasa kontemporer, dan usaha telah
banyak dilakukan untuk mendesain skema efisen dalam penyelesian persamaan
tersebuit.



Untuk sistem linear besar yang mengandung ribuan persamaan, metode
iteras sering memiliki kelebihan yang menentukan jika dibandingkan dengan
metode lain dalam hal kecepatan dan kapasitas memori komputer yang
dibutuhkan. Jika suatu solus tidak membutuhkan ketelitian tinggi, maka
penggunan cacah iteras yang sering muncul akan memberikan hasil yang baik.
Untuk sistem jarang (dimana perbandingan besar unsur dalam matriks A = 0,
metode iteras sangatlah cocok dalam masalah jarangnya unsur yang tidak bernilai
nol yang terkadang dismpan dalam suatu format penyimpanan jarang, pastilah
tidak efisen untuk menyimpan seluruh unsur matriks A dalam memori komputer.
Keadaan ini biasanya terjadi pada solus numeris dalam persamaan diferensia
parsa. Dimana tigp baris daam matriks A bisa dihaslkan sesuai dengan
keinginan kita (Kincaid dan Chency, 1996).

Gelombang-singkat (Wavelet) dikembangkan secara luas di bidang
matematika, fiska kuantum, teknik elektro, dan geologi seismik. Bidang ilmu lain
yang menggunakan gelombang-singkat diantaranya astronomi, akustika, teknik
nuklir, pengkodean subbidang, pengolahan sinyal dan citra, neurofisiologi, musik,
citra resonans magnetik, diskriminas pembicaraan, optika fraktal/pemecahan,
turbulens, peramalan gempa bumi, radar, penglihatan manusia, dan penerapan
matematika murni seperti pemecahan persamaan diferensia parsial (Graps A.,
1995).

Tujuan Penelitian

Adatigatujuan dari penelitian ini yaitu:

Di daam peneitian ini lebih difokuskan pada tiga metode LU, metode
conjugate gradient dan metode gelombang-singkat (wavelet), dengan suatu
perbandingan menarik di antara tiga metode untuk memecahkan suatu sistem
linear jarang guna mengetahui metode yang terbaik.

Dalam penditian ini akan diperkenalkan suatu metode baru untuk
menyelesaikan persamaan linear jarang yaitu metode gelombang-singkat.
Metode gelombang-singkat ini juga kami gunakan untuk memecahkan sistem

persamaan linier jarang yang berukuran besar.



Manfaat Penelitian

Pendlitian ini bisa mempersingkat waktu penyelesaian suatu sistem
persamaan linear jarang yang mempunya ukuran cukup besar dengan
memanfaatkan metode gelombang-singkat.

Landasan Teori

Daam bagian ini akan dijelaskan metode-metode yang akan digunakan
dalam pendlitian ini untuk memecahkan sistem persamaan liner jarang sebagai
beriku:

3.1 Metode LU

Eliminas Gausan adaah bagian yang pding dikena dari metode
dekomposisi LU langsung. Metode langsung yang lain juga digunakan secara
luas. Akan dibahas metode ini dan kemudian melihat pada cara bagaimana metode
LU Gaussian bisa digunakan secara efisen untuk memecahkan soa-soa yang
melibatkan sis kanan ganda.

Reduks Crout mentransformasikan koefisen matriks A, menjadi hasil dari
dua matriks, L dan U, di mana U memiliki satu pada diagonal utamanya. Teknik
ini berbeda dari metode bagian sebelumnya di mana L memiliki satu pada
diagonanya. Sebelumnya kami telah melihat bahwa sebuah matriks yang telah
mengalami triangularisas dan dikombinasikan dengan matriks segitita bawah
yang terbentuk dari rasio tersebut dan digunakan di dalam reduks membentuk
sebuah pasangan LU. Tetapi pasangan LU mengambil banyak bentuk lain. Pada
kenyataannya, matriks tertentu yang memiliki semua elemen diagonal nonzero
bisa ditulis sebagai sebuah hasil dari matriks segitiga bawah dan matriks segitiga
atas dengan caratak terhingga.

Dari keseluruhan susunan LU yang hasilnya sama dengan matriks A, pada
metode Crout kami memilih pasangan di mana U hanya memiliki satu pada
diagonalnya, seperti pada pasangan pertama di atas. Kami mendapatkan aturan
untuk dekomposis LU semacam itu dari hubungan tertentu sehingga LU = A.
Pada kasus matriks 4 x 4:
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Dengan mengalikan baris L pada kolom pertama U, kita dapatkan

l11 = au,
lo1 = ax,
I31 = as,
l41 = @4,

kolom pertama L adalah sama seperti kolom pertama matriks A. Sekarang kita
mengalikan baris pertama L pada kolom U:

lyup, =2y, U =ag, luy, =a, (L1)
dari mana
_ap _ Ay _ay
U _|_1 Uss _|_1 Ugs _|_ (1.2)
1 1 1

Oleh karena itu baris pertama U ditentukan. Di dadam metode ini kita
bergantian di antara mendapatkan satu kolom L dan sebuah baris U, sehingga
sdlanjutnya kita mendapatkan persamaan untuk kolom kedua L dengan
mengalikan baris-baris L pada kolom kedua U:

|21u12 + |22 = a22

+ly, =a, (13)

|31u12

|41u12 + |42 = a42
yang menghasilkan

|22 =ay - |21u12

|32 =ag - |31u12 (1-4)

|42 =ay - |41u12

Memulai dengan carayang sama, persamaan yang kita butuhkan adalah:



Uy = | Uy = | '
2 2
Ly = ag; - lygUps - IUng, g =45 - 1ygUpg - 1U5,
U. = Ay, - |31u14 B |32u24
U - )

|33
s = 84 - LigUyg - 1ipUpg - LigUs,.
Rumus umum untuk mendapatkan elemen-elemen L dan U yang

berhubungan dengan matriks koefisien untuk persamaan simultan n bisa ditulis.

b1 e
l; =a; - a liug, JEI, 1=12,...,n,
k=1
|61
aij -a Iikukkj
= kL if£], j=23...n

Uij Iii
untuk j =1, aturan untuk | dikurangi menjadi
Iy = ay,.

untuk i =1, aturan untuk u dikurangi menjadi

I, a,

Alasan mengapa metode ini populer di dalam program tertentu adalah
bahwa ruang penyimpanan bisa menjadi lebih ekonomis. Tidak butuh menyimpan
nol baik pada L maupun U, Dengan kata lain, barisan A bisa ditransformasikan

oleh persamaan-persamaan di atas dan menjadi:

7 ~

éall a, a3 ay U §|11 U, Uz Uy U
e u u
éa21 Ay Ay Ay U ® 321 Izz Uy Uy U
§a31 Az Ay Ay U gsl |32 |33 Us, U
g b 8n 1o 1o Lo
ea41 a42 a43 a44 u 41 42 43 4 U

Kemudian algoritma yang digunakan untuk dekomposis LU adalah
sebagai berikut: Untuk mentransformasikan sebuah matriks A berukuran n x n
menjadi L*U:

fori=1ton
L[i,1]=ali,1]



end
forj=1ton
U[1,j] =a[1,j]/ L[1,1]

end
forj=2ton
fori=jton
sum =0.0
fork =1toj-1
sum = sum + L[i,K]*U[k,j]
end
U[i,j1 = a[i,j]-sum
end
Ufjjl=1
fori=j+lton
sum =0.0
fork =1toj-1
sum = sum + L[j,K]*U[k,i]
end
U[j,i1 = (A[j, i]-sum)/L[j,j]
end
end

Pemecahan susunan persamaan Ax =b bisa diperoleh dengan matriks L
dan U. Matriks L sungguh merupakan catatan dari operas yang diperlukan untuk
membuat matriks A masuk ke dalam matriks segitiga atas U. Kami menggunakan
transformas yang sama untuk vektor sis kanan b, dengan merubahnya menjadi
vektor baru b¢. Jka kita menambahkan b¢ pada U dan kembali
mensubstitusikannya, kita dapatkan pemecahan tersebut. Persamaan umum untuk
reduksi b:

=

bi - é. I‘kblg:

b¢=—*L  i=23...,n

Persamaan untuk substitusi kembali adal ah:

(Gerald dan Whesatley, 1994)
Metode Conjugate Gradient

Metode gradian konjugas (conjugate gradient) berusaha mendapatkan
solus untuk persamaan matriks melalui proses iteratif. Pemecahan ini bisa



diturunkan dengan memperhitungkan sebuah fungs yang nilai minimumnya
berhubungan dengan pemecahan persamaan matriks tersebut.

Metode gradian konjugas mencari solus persamaan matriks melalui
proses iteras, yang bisa diturunkan dari sebuah fungs yang memiliki tingkat
kecocokan minimum terhadap solusi persamaan matriks. Misalnya dua vektor

f=[f,f,, fs. 1]

dan 9 =[9,,9,,9;5.-.,9,], ingat bahwa produk dalam f dan g didefiniskan

f.oi (15)

Qo

sebagai:
(f.9)=¢
dan adjoint A® dari sebarang matriks A didefinisikan oleh:
(Af,g)=(f,A%g) (1.6)

dari hal ini bisadiamati bahwa:
Aa - (A*)T

.u‘

dimana asterisk menandakan konjugasi kompleks dan T menandakan transposisi.
Jeadah, jika B = A*A, kemudian B merupakan adjoint sendiriatau Hermitian
(saat B® = B), maka akan bernilai definit positif.

Untuk menyelessikan Ax=b, akan dikalikan dengan A% menjadi
A?Ax = A%b. Jka B = A’A dan h = A*b, diperoleh:

Bx=b. (1.7)

Kemudian, bentuk suatu fungs F(x) yang memiliki kecocokan minimum
terhadap solusi pers.(1.7):

F(x) :%<Bx,x>- %(h,x}- %(h,x} (1.8)

Persamaan ini bisa diperiksa diman minimaisas fungsiona dengan
minimaisasi (r,r), dimanar=b- Ax.
Solus x ditulis sebagai:

X=X *ta,p,+a,p, tazp; +...+a,p,

d (1.9)
=X ta a,p
k=1



dimana x; merupakan initia guess, px adalah vektor yang belum diketahui arahnya
pada tahap k, dan ax merupakan koefisen yang belum diketahui. Dengan
mensubstitiusi, kita mendapatkan fungs F sebagai suatu quadratic ay, dan untuk
meminimakannya, turunan parsianya diatur menurut bagian imaginer dan real as

menjadi nol, dihasilkan:

(Bpy, ps)a, =(h,py)- (Bx, p,), s=123...,n (1.10)

~

1 QJOS

=

kemudian, jika px dimasukan ke dalam kondisi:

(Bpy,ps) =0, untuks?® k (1.11)
dan ay bisa diperoleh dari pers. (1.11) sebagai:
h-B
a, = th- Bx, p) (112)
(Bp. Py)

vektor px memenuhi pers. (1.11) yang disebut vektor B-orthogonal atau B-
conjugate.
Sekarang, tingga menentukan bagaimana deret vektor py dihasilkan. Ingat

bahwa x,,, = x, +a, p, dan vektor residual r,, =h- Bx,,, bisaditulis sebagai:

M = - @, Bpy. (1.13)
jika
<h1pk>:<rk +BX11pk>:<rk1pk>+<BX11pk>1
akan diperoleh
a = \oP) (1.14)
(BPc. Py)
dan menghasilkan suatu yang sangat penting:
1 . 1. 1
F(Xk+1) = F(Xk) +§akak<Bpk ) pk>' Eak<rk ) pk>' Eak<pk1rk>
2
1[(r. po)
=F(x)- =———~ (1.15)
" 2(Bpy.py)

ini menandakan bahwa fungsional menurun pada tiap iteras dan akhirnya

mencapai hilai minimum, solus terhitung Ax = b, setelah n langkah.



Jika vektor B-orthogonal px bisa dihasilkan melalui proses ortogonalisas
Gram-Schmidt, akan diperoleh:

<rk+11 rk+1>
= At R/ 11
pk+1 r-k+1 + <r_k , rk> pk ( 6)

Sebuah algoritma untuk metode gradian konjugas untuk memecahkan
Ax =b diberikan di bawah ini (Due to Jin 1993). Matriks tentu positif B tidak
perlu diperhitungkan:
Ambil x; sebagai perkiraan awa dan hitunglah
rnL=b- Ax
— Aarl
P <Aarl,Aar1>
sekarang, iteraskanuntuk k=1, 2,3, ..., n
1
(AP, Ap,)

X = X Ta, Py

ay

Mo = T - QAP

1
<Aark+11 Aark+1>

b, =

pk+1 = pk +bAark+1

dan hentikan ketika

o]
Metode Alihragam Gelombang-singkat

Gagasan mendasar di  belakang gelombang-singkat adalah untuk
melakukan analisa sesuai dengan skala. Dengan menggunakan gelombang-
singkat, seseoang menggunakan keseluruhan pemikiran baru atau pespektif
pemrosesan data baru.

Gelombang-singkat meruapakan fungs yang memenuhi  persyaratan

matematis tertentu dan digunakan di dalam merepresentasikan data atau fungs



lain. Gagasan ini adalah sesuatu yang baru. Perkiraan menggunakan superposis
fungs telah ada sgak awal tahun 1800-an ketika Joseph Fourier menemukan
bahwa ia bisa melakukan superposis terhadap sinus dan cosinus untuk
merepresentasikan fungsi-fungs lain (Graps, 1995).

Pada bagian ini kami menggunakan gelombang-singkat Haar, basis Haar
merupakan basis gelombang-singkat paling sederhana (Stollinz, dkk., 1996).
Kami akan mulai dengan membahas bagaimana sebuah fungs satu dimens bisa
didekomposisikan menggunakan gelombang-singkat Haar.

Sebuah matriks dengan mudah bisa dipahami sebagai penataan baris per
baris atau kolom per kolom dari tanda-tanda tertentu, sedemikian rupa sehingga
matriks bisa diterima untuk analisis transformasi. Jika operas semacam itu
dilakukan pada sebuah persamaan matriks Ax = b, persamaan Wax = Wb yang
telah dialihragamkan diperoleh. Dari sini, kita bisa tulis (WAW™)(Wx) = Wb,
Dengan memilih, sebagal contoh, transformas ortogonal W, hubungan
(WAWHWx = Wb. Sifat umum yang menarik dari metode ini adalah bahwa
sebuah aihragam gelombang-singkat dari matriks padat menghasilkan matriks
jarang (Bond dan Vavasis, 1994).

Terdapat dua cara umum di mana gelombang-singkat bisa digunakan
untuk mengaihragamkan nilai di daam sebuah matriks. Masing-masing dari
alihragam ini merupakan genearlisas dua dimens dari aihragam gelombang-
singkat satu dimensi yang telah dideskripsikan sebelumnya.

Alihragam pertama disebut dekomposis standar. Untuk mendapatkan
dekomposis standar sebuah matriks, pertama-tama kita menggunakan alihragam
gelombang-singkat satu dimens untuk setiap baris nilai. Operasi ini memberi kita
nila ratarata dengan koefisen detil untuk setigp baris. Selanjutnya kita
memperlakukan baris-baris yang telah diaihragamkan ini seolah-olah merupakan
sebuah matriks dan menggunakan aihragam satu dimens pada setigp kolom.
Nilai-nilai yang dihasilkan adalah koefisen detil kecudi untuk koefisen secara
keseluruhan tunggal.

Tipe kedua dari aihragam gelombang-singkat dua dimens disebut
dekomposisi nontandar, berpindah-pindah di antara operasi pada baris dan kolom



pada saat yang sama. Pertama, kita melakukan satu tahap penataan berpasangan
horisontal dan membedakan nilai pada setiap baris matriks tersebut. Selanjutnya,
kita menggunakan pasangan vertikal dengan menentukan rerata dan melakukan
pembedaan pada setigp kolom hasil. Untuk menyelesaikan transformasi ini, kita
mengulang proses ini secara rekursif hanya pada kuadran yang beris rata-rata
pada kedua arah (Stollintz, dkk., 1996). Lihat juga Burrus (1998) untuk
pengenalan mendasar.
Hasil Numeris

Selain matriks jarang kami juga menguji tiga metode tersebut dengan
menggunakan jenis matriks yang lain seperti berikut:
Matriks Padat (Dense Matrices)

Kami menghasilkan matriks padat A;, A2, As, As, As dan Ag dengan ukuran
8, 16, 32, 64, 128 dan 256 secara berturut-turut sebagai berikut:

¢l 2 -30 2918 17 5 60

g6 26 36 1 2 5 68 10

&3 4 19 18 17 120 13 5 4 matriks berukuran 8x8
oG8 -2 60 9 7 11 19 80y

&0 -6 18 28 2 1 3 -2U

€4 3 1 1 2 1 1 -9

24 1 18 39 7 1 2 -123

61 -34 -21 10 16 70 3 6§
ap= &AL AL+20 matriks berukuran 16x16

EAL 5* ALy

az= &2 A2+30 matriks berukuran 32x32
&2 3+ A2l

aq =3 2" A3U matriks berukuran 64x64
&A3 A3+3Y

ag= & 3% A4l marriks berukuran 128x128
&4 A4+3Y

ag= 04 A5 U matriks berukuran 256x256
&A5*7  A5+7H

matriks-matriks Al, A2 dan A3 bisa dilihat dengan cara lain seperti pada gambar
di bawah ini:
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dengan menerapkan metode LU, CG (Conjugate Gradien) dan WT (Haar-based

wavelet transform) pada persamaan linear Ax = b dengan A secara berturut-turut

sama dengan A;, Az, As, As, As dan Ag, kita mencatat jumlah flops dan waktu yang

diperlukan. Diperoleh hasil-hasil numerik berikut:

Ukuran LU WT CG

matriks Flops Waktu Flops Waktu Flops Waktu
8x8 581 0.000 5093 0.0000 3387 0.4400
16 x 16 3641 0.1100 32486 0.1100 31627 1.2000
32x32 25441 0.7200 228329 0.3900 | 402918 19.4900
64 x 64 189105 | 4.8300 1699266 1.7600 | 7147354 344.7200
128 x 128 | 1455441 | 50.8600 | 13087675 | 5.5500 | 67527579 | 2.6161e+003
256 x 256 | 11414161 | 279.350 | 102674720 | 24.8300 X Very Long

Tabel berikut menunjukan hasil dua metode yang telah dibahas sebelumnya untuk

metode wavelet, sebagai berikut:

Ukuran WT (Dekomposisi Standar) WT (Dekomposisi Tak Standar)
matriks Flops Waktu Flops Waktu
8x8 5760 0.0500 5093 0.0000
16 x 16 35212 0.1600 32486 0.1100
32x32 238940 0.7100 228329 0.3900
64 x 64 1742156 2.9200 1699266 1.7600
128 x 128 13257342 8.5100 13087675 5.5500
256 x 256 103358396 44,2200 102674720 24.8300
Matriks Tridiagonal
Matriks tridiagona A
¢l -1.0 0 0 0 ou
g 12 -10 0 0 03
€0 -1 2 -1 0 0 ou
e go 0 -1 2 0 0 3
€0 0 0 -1 0 odu
€0 0 0 0 1 04
go 0 0 O 2 - 13
60 0 0 O 1 2§




merupakan sebuah contoh dari matriks simetrik A = (a;) dengan ukuran n
didefinisikan sebagai berikut:
ain=1 a=2 for 1<if£n

aj =-1 for | -] |:1,

= 0 otherwise.

Invers B = (bjj) dari matriks tersebut juga simetris dengan elemen-elemen

triangular lebih rendah bjj = n-i+1 untuk semua i; oleh karena itu pemecahan yang

telah diperhitungkan bisa dicek dengan mudah untuk kebenarannya. Dengan

melakukan eksperimen sederhana pada nilai n tersebut, diperoleh hasl-hasil

berikut:

Ukuran LU WT CG

matriks Flops Waktu Flops Waktu Flops Waktu
8x8 581 0.1600 5163 0.0500 3387 0.4300
16 x 16 3641 0.2200 32438 0.2200 31627 1.5900
32x32 25441 1.9300 223517 0.8800 283812 12.9100
64 x 64 189105 9.9400 1639954 3.6800 3191782 | 119.6300
128 x 128 1455441 73.7700 12455289 13.8400 | 40947945 | 1.6408e+

003
256 x 256 11414161 | 371.6300 96673702 59.8200 X Very Long
512 x512 | 90395921 | 3.9623e+ 760125391 | 264.7500 X Very Long
003
1024x1024 X Very Long 6.0297e+ 1.4298e+ X Very Long
009 003

Matriks Jarang

Sebagai contoh pertama matriks jarang umum, kami memperhitungkan
matriks-matriks A1, Az, As, As, As, As, A7 dan Ag dengan ukuran 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512 dan 1024 secara berturut-turut sebagai berikut:
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Al =al matriks berukuran 8x8
ap = &AL 33U matriks berukuran 16x16
g2 a4H
az= & A2 A2 U matriks berukuran 32x32
&2 A2+IY
aq =3 27 ASU matriks berukuran 64x64
&A3 A3+I1H
a5 = &4 2" AU matriks berukuran 128x128
&g oma M
ag= & 27 ASU matriks berukuran 256x256
&A5+1 A5+1H

a7 =6 27 ABU marriks berukuran 512x512
EA6+1 AG+I1Y

pg= 2" ATU matriks berukuran 1024x1024
GA7+1 AT+IY

Jika kita ingin mengetahui jumlah unsur yang bukan nol dalam matriks-matriks di
atas, sebagai contohnya kita ambil tiga matriks pertama yaitu 8x8, 16x16 dan
32x32 sebagai berikut:

0 0 ° ° °
° ° soe e o o
200: 55003:. oo.
4l e eoee -4
° ° ° 10: e %% °
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o0 o o
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Dengan melakukan eksperimen sederhana pada nilai n tersebut, diperoleh
hasi| berikut:



Ukuran LU WT CG
matriks Flops Waktu Flops Waktu Flops Waktu
8x8 581 0.0500 5115 0.5500 3768 0.3300
16 x 16 3641 0.1100 32688 0.1100 29089 1.3700
32 x 32 25441 0.7100 228485 0.3900 357108 | 17.0800
64 x 64 189105 4.8900 1699674 1.7500 7251448 | 322.200
128 x 128 1455441 | 50.8100 13089937 6.9200 67527579 | 2.5132e
+003
256 x 256 | 11414161 | 281.610 102681612 30.5400 X Very
Long
512 x 512 | 90395921 | 2.8171e | 813365575 213.8200 X Very
+003 Long
1024x1024 X Very 6.4746e+009 663.8400 X Very
Long Long
Kesimpulan

1. Di daam pendlitian ini, kami membandingkan tiga metode, yakni metode LU,
metode Conjugate Gradient dan metode wavelet.

2. Dari penditian ini kami temukan bahwa metode wavelet memerlukan waktu
lebih sedikit dibandingkan dua metode lainnya untuk semua jenis matriks.
Untuk sistem yang besar, metode LU memerlukan waktu yang lebih panjang
untuk melakukan perhitungan dan kadang-kadang gaga untuk matriks
tridiagonal dan jarang.

3. Dari pendlitian tersebut juga ditemukan bahwa metode wavelet bisa digunakan
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear yang berukuran besar dengan
waktu yang lebih singkat dibandingkan dengan metode yang lain.

Saran

Kami menyarankan kepada para peneliti lain yang ingin menggunakan
karya ini dalam penditiannya, untuk menggunakan metode LU yang telah
dimodifikas dan wavelet lain. Sehingga hasiinya bisa dilakukan pembandingan
untuk mempertinggi  kualitas karya kami. Kami berharap di dalam kondis
semacam itu, hasil yang lebih baik akan diperoleh dan perkembangan akan terjadi.
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